Calka potrojna — zastosowania fizyczne

Zastosowania fizyczne calki potrojne;j

Niech p(x,y,z) bedzie gestoscia pewnego obszaru przestrzennego V C RY.

Mozemy wowczas zapisac nastgpujace wzory:

m:fffp(x,y,z)dxdydz.
v

Masa obszaru V-

Momenty statyczne obszaru V wzgledem plaszczyzn Oxy, Oyz, Oxz:

M, :fffzp(x,y,z)dxdydz.
Vv

M, :fffxp(x,y,z)dxdydz.
Vv

M., :fffyp(x,y,z)dxdydz.
4

Wspotrzedne srodka ciezkosci C obszaru V.

Momenty bezwladnosci obszaru V wzgledem osi Ox, Oy, Oz:

I, :fff(yz +zz)p(x,y,z)dxdydz.
v

I, :fff(xz +22)p(x,y,z)dxdydz.
v

1, :fff(xz +y2)p(x,y,z)dxdydz.
v
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Momenty bezwiladnosci obszaru V wzgledem ptaszczyzn Oxy, Oyz, Oxz:

I, :fffzzp(x,y,z)dxdydz. (19)
v

1, :fffxzp(x,y,z)dxdydz. (20)
v

I, :fffyzp(x,y,z)dxdydz. (21)
4

Moment bezwladnosci obszaru V wzgledem poczqtku O uktadu:

1, :fff(xz + y? +22)p(x,y,z)dxdydz. (22)
v

Przyklad 6. Obliczy¢ mase, wszystkie momenty statyczne oraz wspotrzedne
srodka ciezkosci potkuli Vix*+y*+22<4, z>0, ktorej gestosé
p(x,y,z2)=z.

Rozwigzanie.

Obszar V' przedstawiono na rysunku 11. Az
Wymagane calki potrdjne obliczymy
dokonujagc  zamiany zmiennych na
wspoétrzedne sferyczne:

X =rcosysinf

y=rsinysinf .

z=rcosb

Zauwazmy, ze gdy punkt P(x,y,z)

Rys. 11

zmienia si¢ w obszarze V to jego
wspotrzedne sferyczne (r,¢,0) spetniajg nierownosci:

0<r<2, 0<ep<2m, ogegg.

Obliczamy najpierw mas¢ obszaru V' (przy obliczaniu catki potrdjnej
skorzystamy z twierdzenia 4, punkt 2°):

m:fffp(x,y,z)dxdydz:fffzdxdde:fffrcose r*sin0drd pdd =
v v v



2

:fffr3 sinfcosH drdapdezfﬁdr-
v 0

2

do- | sinfBcosBdb =
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Stosujac wzér (11) wyznaczamy moment statyczny bryly V' wzgledem
ptaszczyzny Oxy:

M, :fffzp(x,y,z)dxdydz=fffz2 dxdydz =
4 4

:fffr2 cos’ 0 r* sin@drd@dG:fffr4 cos” Osin O drd pdf =
v’ v’

2 27 %
:fr4dr- d@-f cos0sind0 .

0 0 0

Wykonajmy pomocnicze obliczenia:
cosf=t¢ . .
fcosZE)sinOdG —sin0d0 = dt :—ftZdt:—§t3 +C:—§cos3t+C.
sin0d0 = —dt
Zatem
2 ul
M, = 1 -[@]Zﬂ- Lot 23205 1640
TS Y 3 o 5 3 15

Obliczamy moment statyczny wzgledem ptaszczyzny Oyz:

M, :fffxp(x,y,z)dxdydz:fffxzdxdydz:
v v

:fffrcompsine-rcos@-r2 sinOdrdpdb =
V/

:fffr“ cosrcosOsin® 0 drdpdd =
o



]r“ j‘cosnpd&p fcos@sm 0d0 .
0

Zauwazmy, ze poniewaz:
2w
. 27
fcos pdp=[sinp| " =0,
0

zatem M, =0.

Obliczamy moment statyczny wzgledem ptaszczyzny Oxz:

M., :fffyp(x,y,z)dxdydz:fffyzdxdydz:
4 4

:fffrsimpsine-rcos@-r2 sin O drdpdf =
V/

= [[[ r*sinrcosbsin’ 0drd pdd =
J;

jﬂ fsn}gpd&p fcosesm 0do6 .
0

Poniewaz:
27

fsinapdup = [—cosup]éﬂ =0,

0
zatem M =0.

Na koniec wyznaczamy wspoirzedne srodka cigzkosci obszaru

M 0

X, =—r=—=0,
¢ 4t
0

- — =0,
e 4
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Przyklad 7. Obliczy¢ moment bezwtadnosci jednorodnego (przyjmijmy
p(x,y,z)=1) walca V o promieniu podstawy R i wysokosci h wzgledem
tworzacej tego walca.

Rozwigzanie. Umies¢my walec 7 w uktadzie wspoirzednych tak, aby 0§ Oz
byla tworzaca tego walca (rys. 12a).

a) ﬂ%zzzz> b) y?

<V
=V

Rys. 12. Tlustracja do przyktadu 7

Z uwagi na ksztatt bryly V' wprowadzimy wspoétrzedne walcowe:

X="rcosyp
y=rsing .
z=z

Patrzac na rzut D obszaru V' na plaszczyzne Oxy (rys. 12b) tatwo zauwazyc,
ze wspotrzedna walcowa ¢ dowolnego punktu zakreslonego obszaru spetnia
warunek:

0<p<m.

Aby okre$li¢ zakres zmienno$ci wspolrzednej » obszaru D zapiszmy najpierw
rownanie brzegu (czyli roOwnanie okregu) tego obszaru we wspolrzednych
kartezjanskich:

x> +(y—R)* =R>.
W rownaniu tym w miejsce x i ) podstawmy odpowiednio: x=rcosyp,
y=rsiny:
(rcosy) +(rsing —R)* = R?,

r* cos’ @+ r*sin® @ — 2rRsing + R* = R?,



r* —2rRsinp =0,
r(r—2Rsinp)=0.

Z ostatniego réwnania po uproszczeniu otrzymujemy rownanie powyzszego
okregu we wspotrzednych biegunowych:

r=2Rsing.

Zatem wspohrizgdna walcowa r dowolnego punktu obszaru V' speinia
warunek:

0<r<2Rsingp.

Ostatecznie mozemy zapisac:
Vi={(r,,z): 0<r<2Rsinp, 0<p<w, 0<z<h}.

Stosujac wzor (17) oraz dokonujac zamiany zmiennych w calce potrojnej
wyznaczamy odpowiedni moment bezwtadnosci:

1= [[[ (x4 )ptx,y.2)dxdydz = [[[ (x> +y?)dvdydz =
v Vv
fof(r2 cos® @ +7° sinup)rdrdupdz:ffer drdpdz =
v’ I

kS 2Rsing h kS 2Rsing kS 2Rsing
:fdup f drerdz:fdap f [r3z]z dr:fdup f hridr =
0 0 0 0 0 0 0
™I \ 2Rsing \ T \
:hfzr ) dup:4Rh[sm pdy.

Stosujac odpowiedni wzor rekurencyjny wykonujemy obliczenia pomocnicze:

1 3
.4 .t 3 2 .2 _
fsm pdp= 4sm «pcos&p—i—4fs1n edy
| 31, 1
= ——sin” pcosp +—|——sinpcosp+— | dp|=
1 pcosy 4[ > pcosyp 2f kP]

1., 3. 3
:—Zsm @COS@—§SIH@COS@+§@+C'



Stad otrzymujemy:
1 3 3T 3 3
I =4R*h|——sin’ pcosp—=sinpcosp +=¢| =4R*h-=n==nR*h.
: 35 poosp — gsinpeos L) ST
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